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❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ st❛t✐st✐❝✐❛♥s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♠♣❧❡① ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜♦♦❦s s✉❝❤ ❛s ❈♦♥❣❞♦♥ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ◆t③♦✉❢r❛s
✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❝t✉❛r✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ❙❝♦❧❧♥✐❦ ✭✷✵✵✶✮✱ ◆t③♦✉❢r❛s ❛♥❞ ❉❡❧❧❛♣♦rt❛s ✭✷✵✵✷✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜② ❙❝♦❧❧♥✐❦✱ ✷✵✵✷✱ ❛♥❞ ❞❡ ❆❧❜❛✱ ✷✵✵✷✮✱ ❱❡rr❛❧❧ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❲üt❤r✐❝❤
✭✷✵✵✼✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❈▼❈ ✭❘❏▼❈▼❈✮
✷
♠❡t❤♦❞s ✭●r❡❡♥✱ ✶✾✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛
✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❛♥❣❡
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❧❛✐♠s r❡s❡r✈✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤
❛ r✉♥✲♦✛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✮ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡t t❤❡ ❘❏▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤
♦♥❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❛✐❧✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r✉♥✲♦✛✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❥✉st✐❢②
t❤✐s✳ ❆t ♦♥❡ ❡①tr❡♠❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♠♦♦t❤ r✉♥✲♦✛✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡✈❡rts t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s
✐s ❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r②
❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❜♦✉t ✇❤❡♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ t❛✐❧✱ ❛s ✐s ♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥
❲✐♥❇❯●❙✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❏▼❈▼❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ▲✉♥♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✾✮✳
❖t❤❡r ♣❛♣❡rs t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❘❏▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡s
✐♥❝❧✉❞❡ ◆t③♦✉❢r❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❑❛ts✐s ❛♥❞ ◆t③♦✉❢r❛s ✭✷✵✵✺✮✱ P❡t❡rs ❡t ❛❧
✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧ ❛♥❞ ❲üt❤r✐❝❤ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡ ✐♥ ❝❧❛✐♠s r❡s❡r✈✐♥❣ ❜✉t ✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❱❡rr❛❧❧ ❛♥❞ ❲üt❤r✐❝❤ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s
t❤❛t t❤✐s ♣❛♣❡r ✉s❡s ✇✐♥❇❯●❙ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✇✐♥❇❯●❙ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s ✐t
❡❛s✐❡r ❢♦r ✉s❡rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♥❡❡❞s❀
t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ✧❜❧❛❝❦ ❜♦①✧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐♥❣s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡r ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✧♠✐①✐♥❣✧
❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ ❛ ❘❏▼❈▼❈ ❝❤❛✐♥✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇✐♥❇❯●❙ ❡♠♣❧♦②s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s
♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✭♦♥ t❤❡ ❧♦❣ s❝❛❧❡✮✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✧♣✐❡❝❡s✧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❱❡rr❛❧❧ ❛♥❞ ❲üt❤r✐❝❤ ✭✷✵✶✵✮✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
r✉♥✲♦✛ ✐s s✐♠♣❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s s❡t ♦✉t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
✸
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛✐♠s r✉♥✲♦✛ tr✐❛♥❣❧❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥
✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❲✐♥✲
❇❯●❙✱ ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r ❝❧❛✐♠s r✉♥✲♦✛ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❘❡s❡r✈✐♥❣ ▼♦❞❡❧s
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♥❞❡①❡❞ ❜② r♦✇ ✭✐✮ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✭❥ ✮✳ ❚❤❡ r♦✇ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✇r✐t✐♥❣
②❡❛r ♦r ❛❝❝✐❞❡♥t ②❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡
❝❧❛✐♠✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❧❛✐♠s✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r r❡♣♦rt❡❞
♦r ✐♥❝✉rr❡❞ ❝❧❛✐♠s✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Dij✱ ❛♥❞ t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s {Dij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n− i+ 1}✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧❛✐♠s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I = {Cij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n− i+ 1}✱
✇❤❡r❡
Ci1 = Di1
Cij = Dij −Di,j−1, j ≥ 2.
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ fj ✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿
fj =
∑n−j+1
i=1 Dij∑n−j+1
i=1 Di,j−1
. ✭✶✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ j = n✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❢♦r❡❝❛st ✉♣ t♦ ❞❡❧❛② ②❡❛r ♥✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ ❢✉t✉r❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠s ❛r❡
{
D̂ij : i = 2, 3, . . . , n; j = n− i+ 2, n− i+ 3, . . . , n
}
✱
✇❤❡r❡
D̂ij = Di,n−i+1
j∏
l=n−i+2
fl ✭✷✮
❢♦r j = n− i+ 2, n− i+ 3, . . . , n.
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❜❡②♦♥❞ ❞❡❧❛② ②❡❛r n✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛②
✹
②❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❧❛t❡r ❞❡❧❛② ②❡❛rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②
♣❛tt❡r♥✿ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡✳
✷✳✶ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❧❛✐♠s ❞❛t❛ ✐♥ ❛ r✉♥✲♦✛ tr✐✲
❛♥❣❧❡
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡
s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❛s t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❘❡♥s❤❛✇ ❛♥❞
❱❡rr❛❧❧ ✭✶✾✾✽✮❀ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❊♥❣❧❛♥❞
❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts
♦♥❧②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✱
E [Y ] = m ✭✸✮
❛♥❞
❱❛r [Y ] =
φV (m)
w
✭✹✮
✇❤❡r❡ φ ❞❡♥♦t❡s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ V (m) ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✮ ❛♥❞ ✇ ❛r❡ ✇❡✐❣❤ts ✭♦❢t❡♥ s❡t t♦ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r ✭✶✾✽✾✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡
♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ✐❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✱
✐♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ φ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧❛✐♠s✱
Cij✱ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
E [Cij] = mij ✭✺✮
✺
❛♥❞
❱❛r [Cij] = φmij. ✭✻✮
❋♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✱
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Cij
φ
|mij ∼ P♦✐ss♦♥
(
mij
φ
)
✭✼✮
✇❤❡r❡ φ > 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ mij✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r❡❝❛st ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✉♥❞❡r
s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
log (mij) = c+ αi + βj ✭✽✮
◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦r♥❡r
❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡r❡ α1 = β1 = 0✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✧❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✧✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❧♦❣✲❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
βj✳
❚❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ φ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ✏♣❧✉❣✲✐♥✑ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞
♥♦t ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❛ ❢✉❧❧② ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r φ✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t
s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧②
❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❜② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞
❡rr♦rs✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ j✿
✻
s❡❡ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❛ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦❢ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ✏q✉❛s✐✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡ ▼❝❈✉❧❧❛❣❤
❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✱ ✶✾✽✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ P♦✐ss♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭8✮ ❣✐✈❡s
t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❛s t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆s
✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❧❛② ②❡❛r✱ ❛s ❞♦❡s t❤❡ ♠❡❛♥ str✉❝t✉r❡ ✭8✮✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍♦❡r❧ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ str✉❝t✉r❡ ✐s✿
log (mij) = c+ αi + β log (j) + γj ✭✾✮
❚❤✐s ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛ t❛✐❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❧✐♥❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✿ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ log (mij)
❢♦❧❧♦✇s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ j✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ ❝✉r✈❡✱ s✉❝❤ ❛s (9)✱ ✐s t❤❛t ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❢♦r✇❛r❞s
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝❧❛✐♠s r✉♥✲♦✛✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ❛ ❤②❜r✐❞
♠♦❞❡❧ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭8✮ ❢♦r t❤❡
❡❛r❧② ❞❡❧❛② ②❡❛rs✱ ❜✉t t❤❡♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t log (mij) ❢♦❧❧♦✇s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❢♦r
t❤❡ ❧❛t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ②❡❛rs✿
log (mij) =
{
c+ αi + βj
c+ αi + γj
❢♦r
j ≤ k
j > k
✭✶✵✮
❈❧❡❛r❧② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❦ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥
❜② ❛❞ ❤♦❝ tr✐❛❧✲❛♥❞✲❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❥ör❦✇❛❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞
❝❤♦♦s✐♥❣ k ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ✭✶✵✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤
❛s ❆■❈✱ ❇■❈ ❛♥❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✐♠✐❧❛r t♦ ✭t❤♦✉❣❤
♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s✮ ✭✶✵✮✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦r t❤❡ r✉♥✲♦✛ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡✱ {βj : j = 2, 3, . . . , n}✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ t❤✐s ✐♥ t❤❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
✼
✷✳✷ ❆ r❡✲♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✲♣❛r❛♠❡t❡r✐s❡ t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✲❞❡❝❛②✐♥❣ t❛✐❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❛✐❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ❡①❛❝t❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛ ❢♦❧✲
❧♦✇s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
{βj : j = 2, 3, . . . , n} ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✧t❡st❡❞✧ t♦ s❡❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❤❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ✇❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
∇βj = βj − βj−1, j = 2, 3, . . . , n
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
∇2βj = βj − 2βj−1 + βj−2, j = 3, 4, . . . , n
♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∇βj ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ∇2βj ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✉s✱
✐❢ ∇2βj ✐s ③❡r♦✱ t❤❡ ❧♦❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∇2βj ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤✐s✳ ❆ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳


∇β3
∇β4
✳✳✳
∇βn

 =


1 0 · · · · · · · · · 0
1 1 0 · · · · · · 0
1 1 1 0 · · · 0
✳✳✳
✳✳✳ 1
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ 0
1 1 1 · · · 1 1




∇β3
∇2β4
∇2β5
✳✳✳
∇2βn

 . ✭✶✶✮
✽
❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ▲✉♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β3, β4, . . . , βn✱ s✐♥❝❡ βj = βj−1 +∇βj✱ j = 3, 4, . . . , n ✳
❋♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧❛t❡st ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ②❡❛r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ∇2βj = 0 ❢♦r j =
n+ 1, n+ 2, . . .✱ s♦ t❤❛t
βj = 2βj−1 − βj−2 ❢♦r j = n+ 1, n+ 2, . . . ✭✶✷✮
❋♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡✐t❤❡r {βj}
n
j=2 ♦r β2✱
∇β3 ❛♥❞ {∇2βj}
n
j=3✿ ✐❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❣❡t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❡t❝✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❛t ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s t♦ {∇2βj}
n
j=3✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❜✉t ✜rst ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣
▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥✳
✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧s✱ ❘❏▼❈▼❈ ❛♥❞ ❲✐♥❇❯●❙
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡r② ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦
❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ✉s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❝❧❛✐♠s r✉♥✲♦✛ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
t❤❡s❡ ♠♦❞❡r♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜♦♦❦s ❜② ●❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮
❛♥❞ ❈♦♥❣❞♦♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❜ ♣❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❇❯●❙ ♣r♦❥❡❝t ❝♦♥t❛✐♥s ❧✐♥❦s
t♦ ♠❛♥② ♦♥✲❧✐♥❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠r❝✲❜s✉✳❝❛♠✳❛❝✳✉❦✴❜✉❣s✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ I ✇❤♦s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ f (I|θ,M)✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ M ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs θ ♦❢ t❤❛t ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ M ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
M ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝❧❛ss M ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ M ❛♥❞ θ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳
Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ f(M) ❛♥❞ f (θ|M) ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②
f (M, θ|I) ∝ f (I|θ,M) f (θ|M) f(M). ✭✶✸✮
✾
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♠♦❞❡❧ M ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs {4, 5, . . . , n} ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❢♦r ♠♦❞❡❧ M ✐s
θ = (c, α2, . . . , αn, β2,∇β3,∇
2βj; j ∈M),
♦❢ ✇❤✐❝❤ c✱ {αi; i = 2, 3, . . . , n}✱ β2 ❛♥❞ ∇β3 ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r
❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss M t❤✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ 2n−3 ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤✐❝❤ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦r ❡①❝❧✉❞❡✳
✸✳✶ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
■♥ ♠❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡st
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ❝❧❛✐♠s
r❡s❡r✈✐♥❣✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝❧❛✐♠s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧✱
✷✵✵✻✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥
❝❧❛✐♠s r❡s❡r✈✐♥❣✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ❝❧❛✐♠s ❞❛t❛ I ❛♥❞
♠♦❞❡❧ M ✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✭♣♦st❡r✐♦r✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝❧❛✐♠s✱ Cil ✇❤❡r❡ i+ l > n− i+ 1✱ ✐s
f (Cil|M, I) =
∫
f(Cil|M, θ)f(θ|M, I)dθ. ✭✶✹✮
❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❇r♦❛❞❧②✱ t❤❡s❡ ❛r❡
t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❛t t♦
♣r♦❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s❀ ♦r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❛s ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏♠❛①✐♠✉♠
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✑ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
f (Cil|I) ≈ f (Cil|M♠❛①, I) ✭✶✺✮
✇❤❡r❡ M♠❛① ∈ M ♠❛①✐♠✐s❡s P (M |I) ❛♠♦♥❣ M ∈ M✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✑ ✭❇▼❆✮✱ ❣✐✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r❡❝❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
f (Cil|I) =
∑
M∈M
f (Cil|M, I)P (M |I) . ✭✶✻✮
✶✵
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ✭16✮ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✉tr✐❣❤t ♦✈❡r ❛❧❧ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t
t❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❇▼❆✱ s❡❡ ❍♦❡t✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❖❢t❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡✐r s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛❝❝✐❞❡♥t ②❡❛rs i✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✶✹✮
❛♥❞ ✭✶✻✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ Cil ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♣r❡❞✐❝t✳
✸✳✷ ❘❡✈❡rs✐❜❧❡ ❏✉♠♣ ▼❈▼❈
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧❛✐♠ ❛s
f (Cil|I) =
∫
f(Cil|M, θ)f(M, θ|I)d(M, θ), ✭✶✼✮
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✸✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t t❡r♠s✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ♦r ❝♦♠✲
♣❧❡①✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞
❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✉s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
{(M (b), θ(b))}∞b=1 ✇❤♦s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✸✮✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✼✮ ❜② ❛
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛✈❡r❛❣❡
f (Cil|I) ≈
1
N
N∑
a=1
f(Cil|M
(B+ta), θ(B+ta)), ✭✶✽✮
✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❤❛s
❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ✐ts ❡q✉❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ t ❛ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s♦
t❤❛t ♦♥❧② ❡✈❡r② tt❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❖❢t❡♥ t = 1
✐s ✉s❡❞✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ❤✐❣❤✱
♦♥❡ ♠❛② r❡❞✉❝❡ ✐t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t > 1✳ ❚❤❡ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✶✶
st❛t❡ (M (b), θ(b))✱ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t st❛t❡ (M, θ) ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pi ❛♥❞ ✐s ❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦r r❡❥❡❝t❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t❡
(M (b+1), θ(b+1)) =
{
(M, θ), ✐❢ (M, θ) ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞,
(M (b), θ(b)), ✐❢ (M, θ) ✐s r❡❥❡❝t❡❞.
❚❤❡ ✐♥❣❡♥✐♦✉s ♣❛rt ✐s t♦ ❞❡✈✐❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ (M, θ) s♦ t❤❛t
❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ♠❡❛♥s t❤❛t
❧❡ss ❧✐❦❡❧② st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦r❡ s❡❧❞♦♠❧② t❤❛♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ ❛ st❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦♦ ♦❢t❡♥✱ t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ✭❜❧♦❝❦✇✐s❡✮ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ✭●❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡♠❛♥✱ ✶✾✽✹✱ ❛♥❞ ●❡❧❢❛♥❞
❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✵✮ t❤❡ ♠♦❞❡❧M =M (b) ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✭❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢✮ ♦♥❡
♣❛r❛♠❡t❡r✭s✮ ✐♥ θ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐st❜✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧❧ ♣r♦♣♦s❛❧s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛♠♣❧❡
❢r♦♠✱ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭▼❍✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❝❤♦♦s✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ✭❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢✮ ♦♥❡
♣❛r❛♠❡t❡r✭s✮ ♦❢ θ✱ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ M =M (b) ✜①❡❞✱ ✇✐t❤
P (❛❝❝❡♣t (M, θ)) = min
(
1,
f(θ|M (b), I)pi(θ(b)|θ)
f(θ(b)|M (b), I)pi(θ|θ(b))
)
. ✭✶✾✮
❚❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣✭❘❏✮ ▼❈▼❈ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❍ ❛❧❣♦rt✐❤♠
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❥✉♠♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡✳ M 6= M (b)✳ ❲r✐t❡
θ = θ(θ(b), u) ❛♥❞ θ(b) = θ(b)(θ, v) ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦✈❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥
θ(b) ❛♥❞ θ✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❞✐♠(M (b)) + ❞✐♠(u) ❡q✉❛❧s
❞✐♠(M) + ❞✐♠(v)✳ ❆ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦✈❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
P (❛❝❝❡♣t (M, θ)) = min
(
1,
f(M, θ|I)pi(M (b), θ(b)|M, θ)
f(M (b), θ(b)|I)pi(M, θ|M (b), θ(b))
∣∣∣∣ ∂(θ, v)∂(θ(b), u)
∣∣∣∣
)
,
✭✷✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✶✾✮ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥✉♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❛❧✇❛②s ♠❡❛♥s ❛❞❞✐♥❣ ✭❞✐♠(u) =
1✱ v = 0✮ ♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ ✭u = 0✱ ❞✐♠(v) = 1✮ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pi✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❧❡ss s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧❡r ❜✉r♥ ✐♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞
✶✷
❢❛st❡r ♠✐①✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡s ●✐❜❜s✱ ▼❍ ❛♥❞ ❘❏ ♠♦✈❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ✇✐t❤ ✇♦rst ♠✐①✐♥❣ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✭✷✵✵✼✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥② s✉❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡
▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐♠✐♥✐s❤✲
✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ❡r❣♦❞✐❝ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡s✲
t✐♠❛t♦rs✳ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧ ✭✷✵✵✾✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡
▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❜❡t✲
t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ◆❡✈❛t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②s st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❏▼❈▼❈ ❝❤❛✐♥✳ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦rs t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜❡t✇❡❡♥✲
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦✈❡s t❤❛t ❛❧t❡r M ✳
✸✳✸ ❚r❛♥s✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❲✐♥❇❯●❙
❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ ✜rst
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❲✐♥❇❯●❙ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ✏✢❡①✐❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s✑✳ ❲❡ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ❲✐♥❇❯●❙✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ❛❞❞✲♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ✭t❤❡s❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❇❯●❙ ♣r♦❥❡❝t ✇❡❜ s✐t❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✏❲✐♥❇❯●❙ ❏✉♠♣ ■♥t❡r❢❛❝❡✿ ❯s❡r
▼❛♥✉❛❧✑✮✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭|M| > 1✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▲✉♥♥ ❡t
❛❧ ✭✷✵✵✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❲✐♥✲
❇❯●❙✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲✉♥♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✾✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✑✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡
✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ r❡✲♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛♥❞
✉s❡ {∇2βj : j = 4, 5, . . . , n} ❛s t❤❡ ✏❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✑✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ tr❛♥s✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❦✱ ❛♥❞ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤♦s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱
✶✸
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❡①❝❧✉❞❡❞✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❦ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs n − 3 ❛♥❞ 1/2✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❦✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦♣t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs t❤❡s❡ ❛r❡✳
❲✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ψ
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
ψ =


ψ1
ψ2
✳✳✳
ψn−2

 =


1 0 · · · · · · · · · 0
1 1 0 · · · · · · 0
1 1 1 0 · · · 0
✳✳✳
✳✳✳ 1
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ 0
1 1 1 · · · 1 1




∇β3
∇2β4
∇2β5
✳✳✳
∇2βn

 . ✭✷✶✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ψ✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ ▲✉♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❛t
♣❛♣❡r✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ψj = ∇βj+2 ❢♦r j = 1, 2, . . . , n− 2 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
β3, β4, . . . , βn ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ψ ❛s βj = βj−1 + ψj−2✱ j = 3, 4, . . . , n ✳
❲✐t❤ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❲✐♥❇❯●❙ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r✉♥✲♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ {∇2βj : j = 4, 5, . . . , n}✱ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✏♦♣t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✑ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦✈❡s✿
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♠♦✈❡s✿ Pr♦♣♦s❡ ♥❡✇ |M |✱ M ❛♥❞ θ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✳
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s✿ Pr♦♣♦s❡ ♥❡✇ M ❛♥❞ θ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ✇✐t❤ |M | ✜①❡❞✳
❈♦❡✣❝✐❡♥ts ♠♦✈❡s✿ Pr♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ θ✱ ✇✐t❤ M ✜①❡❞✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
✶✹
✸✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr✐♦r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱(7)✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❛ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✜rst t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✱ M ✳ ❆s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ M ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ P (M) = 2−(n−3) ❢♦r
❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ▲✉♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❲✐♥❇❯●❙✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ M ✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
{∇2βj : j = 4, 5, . . . , n}✱ ✐s s❡t ❜② ❞❡❢❛✉❧t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤
E
[
∇2βj
]
= 0,❱❛r
[
∇2βj
]
= τ. ✭✷✷✮
❲❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r τ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡✲
❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✶✵✵✵✱ ✐s ❧❛r❣❡✿
τ−1 ∼ Γ (0.001, 0.001) . ✭✷✸✮
❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ M ✱ ✇❡ ✉s❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
✶✵✱✵✵✵✿
c ∼ N(0, 10, 000),
{αi : i = 2, 3, . . . , n} ∼ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆(0, 10, 000),
β2 ∼ N(0, 10, 000),
∇β3 ∼ N(0, 10, 000).
✭✷✹✮
❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛s ❤❡r❡✱ ♥♦♥✲
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❥✉st ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ s❡❡♠✐♥❣❧②
♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❏❡✛r❡②s✲❇❛rt❧❡tt✲▲✐♥❞❧❡② ♣❛r❛❞♦① ❛♥❞ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❜❡✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r
✶✺
❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❧❛✐♠s r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲
❧❛❞❞❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❊♥❣❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❛r✐♦✉s
❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ s♠❛❧❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r✐♦r ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r✐♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✭✶✵✵✱✵✵✵✱ s❛②✮✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t ✶✵✱✵✵✵ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜✉t t❤❡
r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❲✐♥❇❯●❙ ❝♦❞❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
✸✳✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❉✐❛❣♥♦st✐❝s
■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ▼❈▼❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥ {(M (b), θ(b))} r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡q✉❧✐❜r✐✉♠ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✸✮✱ ❛♥❞✱
❛❢t❡r t❤❛t✱ ✐s r✉♥ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐✲
❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜✉r♥✲✐♥ t✐♠❡ B✱ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ N ✐♥
✭✶✽✮✳ ■♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ t♦✇❛r❞s ❡q✉❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✶✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✉❣✲
❣❡sts t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❛♥❞ ❧❛t❡
♣❛rts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡✲
r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛s r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ❈♦✇❧❡s ❛♥❞ ❈❛r❧✐♥ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❇r♦♦❦s
❛♥❞ ❘♦❜❡rts ✭✶✾✾✽✮✳
❚❤❡r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ▼❈▼❈ ♦♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱
❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜♦❛ ✭❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✼✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❜♦❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ ✭✶✾✾✷✮✳ ❋✐rst✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♠♦❞❡❧ M ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ αi✱ βj ♦r t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣
✶✻
r❡s❡r✈❡ ❢♦r ❛❝❝✐❞❡♥t ②❡❛r i✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣
r❡s❡r✈❡ t❤♦✉❣❤✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❛ t❛✐❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ m ≥ 2 ♣❛r❛❧❧❡❧❧
❝❤❛✐♥s ❛r❡ r✉♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❆❢t❡r ❜✉r♥ ✐♥ ❛♥❞
♣♦ss✐❜❧❡ t❤✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ✐s N ✳ ❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ✇✐t❤✐♥ s❛♠♣❧❡
✈❛r✐❛♥❝❡ W ♦❢ t❤❡ m ❝❤❛✐♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
B/N ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
P❙❘❋ =
√
N − 1
N
+
m+ 1
mN
B
W
, ✭✷✺✮
✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ❛
❝♦rr❡❝t❡❞ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
❈❙❘❋ =
√
❞❢+ 3
❞❢+ 1
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤❡r❡ ❞❢ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ❡st✐✲
♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ◗✉❛♥t✐❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❈❙❘❋✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦❛ s♦❢t✇❛r❡ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✾✼✺ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ❈❙❘❋ ❢♦r
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✭s✮✳ ❆s ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✱ ❛ ✵✳✾✼✺ q✉❛♥t✐❧❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✳✷✵
✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✼✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s
❢♦r tr❛♥s❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❛tt❛✐♥✐♥❣
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r
♦r s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ♦❢ t❤❡ ❘❏▼❈▼❈ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ❜② ❙✐ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐✲
❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✭▼P❙❘❋✮ ♦❢ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ●❡❧♠❛♥ ✭✶✾✾✽✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢
p ≥ 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ B ❛♥❞ W ❜❡❝♦♠❡ p × p ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ B/W ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ W−1B ✐♥ ✭✷✺✮✳ ❚❤❡ ▼P❙❘❋ ❤❛s t❤❡
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ P❙❘❋ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳
✶✼
✹ ❊①❛♠♣❧❡
❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❆s❤❡ ✭✶✾✽✸✮✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡
✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆s ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✸✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✭16✮ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st t❤❛♥ ✇❤✐❝❤
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✭❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮✳ ❚❤❡ ❲✐♥❇❯●❙ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
✐❭❥⑤ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
✶ ⑤✸✺✼✱✽✹✽ ✼✻✻✱✾✹✵ ✻✶✵✱✺✹✷ ✹✽✷✱✾✹✵ ✺✷✼✱✸✷✻ ✺✼✹✱✸✾✽ ✶✹✻✱✸✹✷ ✶✸✾✱✾✺✵ ✷✷✼✱✷✷✾ ✻✼✱✾✹✽
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✸ ⑤✷✾✵✱✺✵✼ ✶✱✵✵✶✱✼✾✾ ✾✷✻✱✷✶✾ ✶✱✵✶✻✱✻✺✹ ✼✺✵✱✽✶✻ ✶✹✻✱✾✷✸ ✹✾✺✱✾✾✷ ✷✽✵✱✹✵✺
✹ ⑤✸✶✵✱✻✵✽ ✶✱✶✵✽✱✷✺✵ ✼✼✻✱✶✽✾ ✶✱✺✻✷✱✹✵✵ ✷✼✷✱✹✽✷ ✸✺✷✱✵✺✸ ✷✵✻✱✷✽✻
✺ ⑤✹✹✸✱✶✻✵ ✻✾✸✱✶✾✵ ✾✾✶✱✾✽✸ ✼✻✾✱✹✽✽ ✺✵✹✱✽✺✶ ✹✼✵✱✻✸✾
✻ ⑤✸✾✻✱✶✸✷ ✾✸✼✱✵✽✺ ✽✹✼✱✹✾✽ ✽✵✺✱✵✸✼ ✼✵✺✱✾✻✵
✼ ⑤✹✹✵✱✽✸✷ ✽✹✼✱✻✸✶ ✶✱✶✸✶✱✸✾✽ ✶✱✵✻✸✱✷✻✾
✽ ⑤✸✺✾✱✹✽✵ ✶✱✵✻✶✱✻✹✽ ✶✱✹✹✸✱✸✼✵
✾ ⑤✸✼✻✱✻✽✻ ✾✽✻✱✻✵✽
✶✵ ⑤✸✹✹✱✵✶✹
❚❛❜❧❡ ✶✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❧❛✐♠s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❆s❤❡ ✭✶✾✽✸✮✳
❥ ⑤ ❢❴❥
✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
✷ ⑤ ✸✳✹✾✵✻
✸ ⑤ ✶✳✼✹✼✸
✹ ⑤ ✶✳✹✺✼✹
✺ ⑤ ✶✳✶✼✸✾
✻ ⑤ ✶✳✶✵✸✽
✼ ⑤ ✶✳✵✽✻✸
✽ ⑤ ✶✳✵✺✸✾
✾ ⑤ ✶✳✵✼✻✻
✶✵ ⑤ ✶✳✵✶✼✼
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛❝t♦rs✳
✶✽
❥ ⑤
✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
✷ ⑤ ✾✹✱✻✸✹
✸ ⑤ ✹✻✾✱✺✶✶
✹ ⑤ ✼✵✾✱✻✸✽
✺ ⑤ ✾✽✹✱✽✽✾
✻ ⑤ ✶✱✹✶✾✱✹✺✾
✼ ⑤ ✷✱✶✼✼✱✻✹✶
✽ ⑤ ✸✱✾✷✵✱✸✵✶
✾ ⑤ ✹✱✷✼✽✱✾✼✷
✶✵ ⑤ ✹✱✻✷✺✱✽✶✶
✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
❖✈❡r❛❧❧ ⑤ ✶✽✱✻✽✵✱✽✺✻
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r r❡s❡r✈❡ ❡st✐♠❛t❡s✳
❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✭5✮✱ ✭6✮ ❛♥❞ ✭8✮✱
❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳
cˆ ✶✷✳✺✵✻✸
αˆ2 ✵✳✸✸✶✸ βˆ2 ✵✳✾✶✷✻
αˆ3 ✵✳✸✷✶✷ βˆ3 ✵✳✾✺✽✾
αˆ4 ✵✳✸✵✻✵ βˆ4 ✶✳✵✷✻✶
αˆ5 ✵✳✷✶✾✹ βˆ5 ✵✳✹✸✺✸
αˆ6 ✵✳✷✼✵✶ βˆ6 ✵✳✵✽✵✶
αˆ7 ✵✳✸✼✷✸ βˆ7 ✲✵✳✵✵✻✸
αˆ8 ✵✳✺✺✸✹ βˆ8 ✲✵✳✸✾✹✹
αˆ9 ✵✳✸✻✾✵ βˆ9 ✵✳✵✵✾✹
αˆ10 ✵✳✷✹✷✶ βˆ10 ✲✶✳✸✼✾✾
❚❛❜❧❡ ✹✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✳
■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛s ♠❛♥②
❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ②❡❛rs ❛s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✺
✶✾
♠♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ②❡❛rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✿ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
❢♦r❡❝❛sts ✉♣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ②❡❛r ✶✺✳
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡✈❡rs✐❜❧❡ ❏✉♠♣ ❛❞❞✲✐♥ ♦❢
▲✉♥♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✾✮ ✐♥ ❲✐♥❇❯●❙✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉r♥✲
✐♥ t✐♠❡ B✱ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ N ✱ ✇❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠❡❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❡sts✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♦❢ m ♣❛r❛❧❧❡❧❧ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ♦❢
✈❛r✐♦✉s ❧❡♥❣t❤s✿
❈❤❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❘❡s❡r✈❡ ✇✐t❤♦✉t t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❘❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ▼✉❧t✐✈❛r✳
m B + tN B t P❙❘❋ ❈❙❘❋✺✵ ❈❙❘❋✾✼✺ P❙❘❋ ❈❙❘❋✺✵ ❈❙❘❋✾✼✺ ▼P❙❘❋
✹ ✻✶ ✻✾✾ ✸✷ ✸✹✾ ✶ ✶✳✵✹✾ ✶✳✵✺✷ ✶✳✶✺✶ ✶✳✷✶✷ ✶✳✷✻✶ ✶✳✻✼✹ ✶✳✻✹✸
✹ ✻✶ ✻✾✾ ✸✷ ✸✹✾ ✺ ✶✳✵✹✾ ✶✳✵✺✷ ✶✳✶✺✶ ✶✳✷✵✽ ✶✳✷✺✻ ✶✳✻✻✶ ✶✳✻✹✹
✺ ✶✵✵ ✵✵✵ ✺✵ ✵✵✵ ✺ ✶✳✶✷✹ ✶✳✶✸✾ ✶✳✸✸✾ ✷✳✵✼✹ ✷✳✸✹✽ ✸✳✾✺✺ ✷✳✾✷✼
✺ ✷✵✵ ✵✵✵ ✶✵✵ ✵✵✵ ✶ ✶✳✵✶✵ ✶✳✵✶✵ ✶✳✵✷✽ ✶✳✷✻✼ ✶✳✸✷✺ ✶✳✼✼✻ ✶✳✺✷✽
✺ ✽✵✹ ✾✾✻ ✹✵✺ ✵✵✵ ✶ ✶✳✵✹✽ ✶✳✵✺✷ ✶✳✶✸✸ ✶✳✸✷✽ ✶✳✺✽✺ ✹✳✷✻✶ ✶✳✸✾✾
✹ ✽✵✹ ✾✾✻ ✹✵✺ ✵✵✵ ✶ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✺ ✶✳✵✶✺ ✶✳✵✽✾ ✶✳✶✺✼ ✶✳✹✹✺ ✶✳✶✽✷
✺ ✶ ✵✵✵ ✵✵✵ ✺✵✷ ✺✵✵ ✶ ✶✳✵✷✾ ✶✳✵✸✵ ✶✳✵✽✵ ✶✳✷✶✸ ✶✳✸✺✷ ✷✳✶✷✻ ✶✳✷✾✸
✹ ✶ ✵✵✵ ✵✵✵ ✺✵✷ ✺✵✵ ✶ ✶✳✵✶✵ ✶✳✵✶✶ ✶✳✵✸✸ ✶✳✶✸✽ ✶✳✷✶✵ ✶✳✻✶✽ ✶✳✷✽✹
❚❛❜❧❡ ✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✭P❙❘❋✮✱ t❤❡
♠❡❞✐❛♥ ✭❈❙❘❋✺✵✮ ❛♥❞ ✾✼✳✺✪ q✉❛♥t✐❧❡ ✭❈❙❘❋✾✼✺✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ s❝❛❧❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
❢❛❝t♦r ✭▼P❙❘❋✮✳ ❘✉♥ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❘❏▼❈▼❈ ♦✉t♣✉t✱
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥♥✐♥❣✳ ❘✉♥ ✻ ✭✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘✉♥ ✺ ✭✼✮ ❜② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✺ ♣❛r❛❧❧❡❧❧ ❝❤❛✐♥s✳
❲❡ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺ t❤❛t t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❡❧❧
✇❤❡♥ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❜✉t ❧❡ss ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❛✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ▼P❙❘❋ ❜❛s❡❞ ♦♥ p = 2
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❛ t❛✐❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡
❢❛❝t t❤❛t ▼P❙❘❋ ✐s r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼P❙❘❋
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡✈❡r❛❧ r✉♥♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡rs βj✳
✷✵
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
❜✉r♥✲✐♥ ♦❢ ✺✵✵✱✵✵✵ ✉♣❞❛t❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✺✵✵✱✵✵✵ ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ ♥♦
t❤✐♥♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t = 1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ∇2β4, . . . ,∇2βn✱ s❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
✇❤❡r❡ t❤❡ r✉♥✲♦✛ ♣❛tt❡r♥ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✳
◆r✳ ❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✶ ∇2β4 ✵✳✷✻✶✵
✷ ∇2β5 ✶✳✵✵✵
✸ ∇2β6 ✵✳✶✼✼✺
✹ ∇2β7 ✵✳✼✺✾✼
✺ ∇2β8 ✵✳✷✼✽✷
✻ ∇2β9 ✵✳✸✷✵✷
✼ ∇2β10 ✵✳✸✹✾✾
❚❛❜❧❡ ✻✿ P♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳ ❋♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡s ❜② cˆ = E(c|I)✱ αˆi = E(αi|I) ❛♥❞ βˆj = E(βj|I) ❢r♦♠ t❤❡ ▼❈▼❈
♦✉t♣✉t✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ✭18✮✳
❖❉P P♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ P♦st❡r✐♦r P■ ❖❉P P♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ P♦st❡r✐♦r P■
cˆ ✶✷✳✺✵✻✸ ✶✷✳✹✽✵✼ ✭✶✷✳✶✸✶✻✱✶✷✳✹✽✸✹✮
αˆ2 ✵✳✸✸✶✸ ✵✳✸✺✸✾ ✭✵✳✵✺✺✽✱✵✳✻✻✵✵✮ βˆ2 ✵✳✾✶✷✻ ✵✳✾✸✷✷ ✭✵✳✻✺✸✶✱✶✳✷✷✺✵✮
αˆ3 ✵✳✸✷✶✷ ✵✳✸✷✵✵ ✭✵✳✵✶✶✾✱✵✳✻✸✹✽✮ βˆ3 ✵✳✾✺✽✾ ✵✳✾✷✹✽ ✭✵✳✻✽✾✼✱✶✳✷✸✹✼✮
αˆ4 ✵✳✸✵✻✵ ✵✳✸✶✻✺ ✭✵✳✵✵✵✻✱✵✳✻✸✽✻✮ βˆ4 ✶✳✵✷✻✶ ✵✳✾✻✼✽ ✭✵✳✻✻✵✸✱✶✳✷✼✹✻✮
αˆ5 ✵✳✷✶✾✹ ✵✳✷✷✺✻ ✭✲✵✳✶✵✾✶✱✵✳✺✻✶✶✮ βˆ5 ✵✳✹✸✺✸ ✵✳✺✹✹✽ ✭✵✳✷✸✷✽✱✵✳✽✺✹✺✮
αˆ6 ✵✳✷✼✵✶ ✵✳✷✼✾✼ ✭✲✵✳✵✺✹✻✱✵✳✻✶✼✾✮ βˆ6 ✵✳✵✽✵✶ ✵✳✶✶✵✻ ✭✲✵✳✸✶✽✷✱✵✳✺✷✻✶✮
αˆ7 ✵✳✸✼✷✸ ✵✳✹✵✵✽ ✭✵✳✵✻✵✺✱✵✳✼✹✹✵✮ βˆ7 ✲✵✳✵✵✻✸ ✲✵✳✵✸✸✾ ✭✲✵✳✸✻✹✵✱✵✳✸✶✵✶✮
αˆ8 ✵✳✺✺✸✹ ✵✳✺✻✵✵ ✭✵✳✶✾✺✾✱✵✳✾✷✷✺✮ βˆ8 ✲✵✳✸✾✹✹ ✲✵✳✶✾✵✹ ✭✲✵✳✻✷✼✸✱✵✳✷✹✺✸✮
αˆ9 ✵✳✸✻✾✵ ✵✳✸✺✽✽ ✭✲✵✳✶✶✽✸✱✵✳✽✶✹✼✮ βˆ9 ✵✳✵✵✾✹ ✲✵✳✹✵✷✺ ✭✲✶✳✵✶✽✵✱✵✳✶✻✵✷✮
αˆ10 ✵✳✷✹✷✶ ✵✳✶✾✷✷ ✭✲✵✳✼✸✻✵✱✵✳✾✾✹✸✮ βˆ10 ✲✶✳✸✼✾✾ ✲✵✳✻✸✼✺ ✭✲✶✳✺✶✹✸✱✵✳✶✷✽✺✮
✷✶
❚❛❜❧❡ ✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞
P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ✾✺✪ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r
t❤❡ ❧❛tt❡r✳
5 10 15
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r ❡st✐♠❛t❡s✱ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣ s❝❛❧❡
❋✐❣✉r❡ 1 s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❧❛❞❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❛❜❧❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭P❊✮✱ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs
❛r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❖❉P ♠♦❞❡❧ ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❢♦r t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛❝❝✐❞❡♥t ②❡❛rs✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
r✉♥✲♦✛ s❤❛♣❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✳
✷✷
❖❉P ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧
✇✐t❤♦✉t t❛✐❧ ✇✐t❤ t❛✐❧
❘♦✇ ❊st✐♠❛t❡ P❊ ❊st✐♠❛t❡ P❊ ❊st✐♠❛t❡ P❊
✶ ✺✶✻✱✸✼✾ ✼✾%
✷ ✾✹✱✻✸✹ ✶✶✻% ✷✶✼✽✾✾ ✹✷% ✾✻✵✱✽✸✺ ✼✾%
✸ ✹✻✾✱✺✶✶ ✹✻% ✹✻✻✱✷✷✼ ✸✻% ✶✱✶✾✶✱✸✼✶ ✻✸%
✹ ✼✵✾✱✻✸✽ ✸✼% ✼✼✷✱✸✾✸ ✸✵% ✶✱✹✾✾✱✻✸✵ ✺✹%
✺ ✾✽✹✱✽✽✾ ✸✶% ✶✱✵✷✾✱✹✽✻ ✷✹% ✶✱✻✾✹✱✼✽✸ ✹✺%
✻ ✶✱✹✶✾✱✹✺✾ ✷✻% ✶✱✹✽✸✱✶✸✾ ✶✽% ✷✱✶✽✵✱✹✸✹ ✸✺%
✼ ✷✱✶✼✼✱✻✹✶ ✷✸% ✷✱✸✻✵✱✵✸✾ ✶✻% ✸✱✶✹✶✼✵✵ ✷✼%
✽ ✸✱✾✷✵✱✸✵✶ ✷✵% ✹✱✵✵✷✱✸✶✺ ✶✻% ✹✱✾✶✾✱✷✶✻ ✷✸%
✾ ✹✱✷✼✽✱✾✼✷ ✷✹% ✹✱✸✶✸✱✻✽✺ ✷✶% ✺✱✵✼✵✱✻✹✺ ✷✺%
✶✵ ✹✱✻✷✺✱✽✶✶ ✹✸% ✹✱✼✽✶✱✶✹✾ ✹✷% ✺✱✹✻✽✱✷✾✼ ✹✹%
❚♦t❛❧ ✶✽✱✻✽✵✱✽✺✻ ✶✻% ✶✾✱✹✷✻✱✸✸✸ ✶✺% ✷✻✱✻✹✸✱✷✾✵ ✷✽%
❚❛❜❧❡ ✽✿ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭P❊✮✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥②
❝❛s❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s✳ ❚❤✐s ✐s
♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ▼❈▼❈
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ q✉❛♥✲
t✐t②✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ❋✐❣✉r❡ 2 s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t♦t❛❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s s❡t ♦✉t ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❧❛✐♠s r✉♥✲♦✛ tr❛✐♥❣❧❡s✱
✉s✐♥❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
❛❞ ❤♦❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❣r❡❛t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✇✐♥❇❯●❙ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡✐t❤❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
✷✸
10000000 20000000 30000000 40000000 50000000
❋✐❣✉r❡ ✷✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t♦t❛❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮
❢❡❛t✉r❡ ♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♥t❡r✈❡♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✐s t♦ ✉s❡ ✇✐♥❇❯●❙ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐ts ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ♥♦♥✲❡①♣❡rt ✉s❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜r✐♥❣s ✇✐t❤ ✐t✱ s✉❝❤ ❛s ✐ss✉❡s ❛r♦✉♥❞ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥✲♠♦❞❡❧ ♠♦✈❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ r❡s❡r✈❡ ✇✐t❤ t❛✐❧ ❢❛❝t♦rs t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦
♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐❛❧❧②
✇r✐tt❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❘❏▼❈▼❈ ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ♠✐❣❤t
❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❛♥ ✇✐♥❇❯●❙ ✐❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ ♦r ❛ ❝❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✷✹
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❇❥ör❦✇❛❧❧✱ ❙✳✱ ❍öss❥❡r✱ ❖✳✱ ❖❤❧ss♦♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❝❧❛✐♠s r❡s❡r✈✐♥❣✳ ■♥s✉r❛♥❝❡✱
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✾✱ ✷✼✲✸✼✳
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❆st✐♥ ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✸✾✭✶✮✱ ✶✲✸✸✳
❘❡♥s❤❛✇✱ ❆✳❊✳ ❛♥❞ ❱❡rr❛❧❧✱ ❘✳❏✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡
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❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts t❤❛t
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❖❧❛ ❍öss❥❡r✬s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❙✇❡❞✐s❤ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧✱ ❣r❛♥t ✻✷✶✲✷✵✵✽✲✹✾✹✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ●✉st❛❢ss♦♥
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❆♣♣❡♥❞✐①
❚❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❲✐♥❇❯●❙ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐t ✐s ✜rst ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧ t❤❡ ❏✉♠♣ ■♥t❡r❢❛❝❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ✧s❝❛❧❡✧ ✐s t❤❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ φ❀ ✧t❛✉✧ ✐s
t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r τ ❀ ❛♥❞ ✧❦✶✧ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❦ ✐♥ t❤❡
t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳
♠♦❞❡❧
④
★ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦s tr✐❝❦✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢✐rst ❞✐✈✐❞❡❞
★ ❜② ✶✵✵✵ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡❢❢✐❝✐❡♥❝②✳
❢♦r✭ ✐ ✐♥ ✶ ✿ ✺✺ ✮ ④
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♣❤✐❬✐❪ ❁✲ ✭✭♠✉❬✐❪✲❩❬✐❪✮✲❩❬✐❪✯❧♦❣✭♠✉❬✐❪✴❩❬✐❪✮✮✴s❝❛❧❡ ★ ▼■◆❯❙ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
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★ ♣s✐ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛rt✐❢✐❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✶✱
★✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ♣s✐✳
❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿✽✮ ④
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⑥
★ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❡ts ✉♣ t❤❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r✉♥✲♦❢❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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